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RÉSUMÉ. — On montre que sur toute variété compacte M" à bord, il existe une 
classe conforme C telle que pour toute métrique g € C, Ai (M", 5) Vol(M",5)^/" < 

nVol(5",5can)'/" et ai{M,g,p)M{dM)Vol{Mf-^ < n Vol(5", gca„)'/", où 
Al (M", 5) désigne la première valeur propre du laplacien avec condition de Neu- 
mann, tri (M, 5, p) la première valeur propre de Steklov pour la densité p sur dM 
et J\4 {dM) = Jqj^j p dvg . La démonstration est basée sur une décomposition en 
anse de la variété. On montre aussi que le volume conforme de (M, C), l'invariant 
de Friedlander-Nadirashvili et le volume de Môbius de M sont ceux de la sphère 
(S'",f/can)- Si M est un domaine euclidien, hyperbolique ou sphérique, alors C est 
la classe conforme de la métrique canonique. 

Mots-clefs : première valeur propre de Neumann et de Steklov, volume conforme. 

Abstract. — We prove that on any compact manifold M" with 
boundary, there exist a conformai class C such that for any rieman- 
nian metric g G C, Ai(M", .g) Vol(Af", g)^/" < n Vo^S*", 5can)^/" and 
ai{M,g,p)MidM)Yol{M)^ < n Vol(5",5can)^/", where Ai(Af",5) dénotes the 
first positive eigenvalue of the Neumann laplacian on (AI, g), (Ti{AI,g,p) the first 



positive Steklov eigenvalue for the density p on dM, and A4{dM) — Jgj^j P d 



The proof relies on a handle décomposition of the manifold. We also prove that the 
conformai volume of (M, C) is ¥01(5", f/can), and that the Friedlander-Nadirashvili 
and the Môbius volume of M are equal to those of the sphère. If M is a domain in 
a space form, C is the conformai class of the canonical metric. 

Keywords : first Neumann and Steklov eigenvalue, conformai volume. 

MSC2010 : 35P15, 58J50 



1. Introduction 

Considérons une variété riemannienne compacte (M"', g), avec ou sans 
bord, et notons Ai(Af, g) > la première valeur propre non nulle du laplacien 
sur M, en posant les condition de Neumann s'il y a un bord. Il découle des 
travaux de J. Hersch |He70| que sur la sphère de dimension 2, on a 

Xi{S^g)VoliS^g)<87r, (1.1) 
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l'égalité ayant lieu pour la métrique canonique. Mais on sait que cette in- 
égalité ne s'étend pas aux autres surfaces closes (les premiers exemples ont 
été donnés par P. Buser |Bu84| . Voir aussi |BM01| et les références qui 
y sont données) On sait que la borne supérieure de Xi(M'^ , g) Yol{M'^ , g) 
vaut 127r sur le plan projectif r |LY82| l. Stt'^/VS sur le tore r |JNa96| . [UiÔQ] ) 
et que sur la bouteille de Klein elle s'exprime en fonction d'une intégrale 
elliptique ( |ESGJ06] ). On peut en déduire facilement à l'aide de |CES03| 
que cette borne supérieure est minorée par 127r sur les surfaces closes 
autres que la sphère. En dimension supérieure ou égale à 3, on sait que 
Ai(M",5)Vol(M'^,c?)2/'^ n'est pas borné (voir fN79\ . |Mu80| . [ÇD94]). 

Récemment, G. Kokarev et N. Nadirashvili ont donné une généralisation 
de l'inégalité de Hersch sur les surfaces orientable à bord sous des hypothèses 
conformes. Si g est une métrique sur M, la classe conforme de g est définie 
par [g] = {hg,h G C~,/i > 0}. 

Théorème 1.2 ( jKNlO] ). SoitM'^ une surface orientable compacte à bord. 
Il existe une classe conforme C sur telle que pour toute métrique g £ C, 
on a \i{M^,g)Yol{M'^,g) < Svr. 

Le but de cet article est de démontrer une généralisation de ce résultat 
aux variétés compactes à bord (orientables ou non) de dimension quelconque. 
On va aussi montrer un énoncé du même type pour la première valeur propre 
du spectre de Steklov. Rappelons que si p £ C°°{dM) est une fonction sur le 
bord de M, le spectre de Steklov est la suite = (To(M, g, p) < ai{AI, g, p) < 
(72 (M, g, p) . . . des réels a pour lesquels le problème de Steklov, défini par les 
équations A/ = dans M et ^ = apf sur dM, admet une solution (voir le 
paragraphe 12.21 pour plus de détails). 

Théorème 1.3. Soit M" une variété compacte à bord de dimension n > 2. 
Il existe une classe conforme C sur M" telle que pour toute métrique g £ C, 

X,{M,g)\ol{M,gf^ <nul/^ (1.4) 

et 

ai{M,g,p)M{dM)\o\{M)^ < nw^^/n^ ^^ ^^ 

où con = Yol {S g can) ^t A4{dM) = Jq]^,j p dvg désigne la masse totale de la 
densité p. 

Si M est un domaine euclidien, sphérique ou hyperbolique, alors ces in- 
égalités sont vraies pour la classe conforme de la métrique canonique. 
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Remarque 1.6. L'inégalité ()1.4p est optimale : on peut assez facilement 
faire tendre la première valeur propre vers celle de la sphère à volume fixée 
(voir par exemple |CES03| ). La situation est différente pour l'inégalité (jl.Sp . 
Par exemple, selon l'inégalité de Weinstock |We54| . qui est un analogue de 
l'inégalité de Hersch pour le problème de Steklov, on a ai{M, g, p)Ai{dM) < 
2tt si M est homéomorphe à un disque. 

Remarque 1.7. En dimension 2, ce résultat améliore celui de Kokarev et 
Nadirashvili sur deux points : l'inégalité (|L4p est stricte et on n'a pas besoin 
de supposer que la surface est orientable. 

Remarque 1.8. Si M est un domaine de M", S" ou on obtient un 
majoration de Xi{M,g) en fonction du volume qui est plus faible que celles 
de Szegô-Weinberger ou de Aslibaugh-Benguria |AB95| mais qui vaut pour 
toute métrique conforme. Dans ce contexte, on peut interpréter l'inéga- 
lité (jl.4p comme une inégalité de Szegô-Weinberger conforme. Par ailleurs, 
Colbois, El Soufi et Girouard on donné dans ICESGlï] une majoration de 

2 — n 

akiM)M{dM) Vol(M)— sur les domaines de M", 5" ou qui ne dépend 
que de n et k. La majoration (ll.Sp ne vaut que pour k = 1, mais elle a 
l'avantage d'être plus explicite et conformément invariante. 

L'inégalité (jl.4p est spécifique à la condition de Neumann. Avec la condi- 
tion de Diriclilet, on peut faire tendre la première valeur propre vers l'infini 
dans un classe conforme à volume fixé : 

Théorème 1.9. Soit M" une variété compacte à bord de dimension n > 2. 
Pour toute classe conforme C sur M", on a 

supAf (M",5)Vol(M",(7)2/" = +00 

où Af (M", (7) désigne la première valeur propre du laplacien avec condition 
de Dirichlet. 

On montrera en fait ce résultat pour le laplacien agissant sur les formes 
différentielles de degré p > 2, le laplacien de Neumann correspondant au cas 
p = et le laplacien de Dirichlet au cas p = n. 

Comme l'article |KN10| utilise des techniques spécifiques à la dimension 2 
(invariance conforme de la norme du gradient, fonctions méromorphes sur 
des courbes hyperelliptiques), la généralisation du théorème 11.21 en grande 
dimension peut surprendre. Le principe de la démonstration, déjà utilisé 
dans |Ja08| . est de faire appel à la théorie du volume conforme développée 
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dans |LY82| et |ESI86| et d'utiliser une décomposition en anses de la variété. 
Dans le cas du spectre de Steklov, on passera par l'intermédiaire du volume 
conforme relatif introduit par A. Fraser et R.Sclioen dans |FS11| . 

La même technique va nous permettre de calculer certains invariants 
des variétés compactes à bord. Rappelons d'abord quelques définitions. Le 
volume conforme est un invariant conforme des variétés compactes défini par 

Vc{M,[g\)= inf sup Vol(7o^(M)), (LIO) 

m>i 'vrr* 

l'application ip parcourant l'ensemble des immersions conformes de (Af, [g]) 
dans S™, et Gm désignant le groupe de Môbius de dimension m, c'est-à-dire le 
groupe des difféomorphismes conformes de 5™. Dans |FN99) . L. Friedlander 
et N. Nadirashvili ont défini un nouvel invariant différentiable des variétés 
compactes en posant 

v{M) =inf sup Ai(M,5)Vol(M,5)2/". (1.11) 

^ ma] 

Enfin, j'ai défini dans |Ja08| le volume de Môbius d'une variété compacte 
par 

Vm{M)= inf sup Vol(7 99(Af)), (1.12) 

la différence avec le volume conforme étant que parcourt l'ensemble de 
toutes les immersions de M dans S™ sans restriction. Il découle des propri- 
tétés du volume conforme que v{M) < nV}K(Af)^/". On peut alors montrer : 

Théorème 1.13. Soit Af" une variété compacte à bord. Alors 

1. Il existe une classe conforme C sur M telle que Vc{M, C) = ojn ; 

2. v{M) = nw^/" ; 

3. VM{M)=UJn- 

De plus, si M est un domaine euclidien, sphérique ou hyperbolique, alors C 
est la classe conforme de la métrique canonique. 

Ces résultats contrastent avec le cas des variétés compactes sans bord. En 
effet, pour les variétés closes, on a toujours Vc{M,C) > LOn et on conjec- 
ture que l'égalité n'a lieu que pour la sphère ronde. On sait qu'on a aussi 
v{M) > noJn^ mais il existe très peu de variétés sur lesquelles on sait cal- 
culer cet invariant, les seuls exemples sont u{S^) = nuo^^ , z^(MP^) = 127r 
(cela découle du fait que 

n'admet qu'une seule classe conforme) et 
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u{T^) = u{K'^) = Svr où K'^ désigne la bouteille de Klein (voir [GÎÔ9] ). En- 
fin, la seule variété close dont on connaît le volume de Môbius est la sphère. 
En général, on sait seulement que Vm est minoré par a;„ et uniformément 
majoré à dimension fixée (voir |Ja08| ). 

Comme exemple d'application du théorème 11.131 on peut déduire une 
majoration de la deuxième valeur propre des opérateurs de Schrôdinger sur 
les domaines euclidiens, sphériques et hyperboliques en utilisant le résultat 
d'El Soufi et lUas |ESI92| : 

Corollaire 1.14. Soit M une variété conforme à un domaine compact de 
M" (par exemple domaine de S'^ ou H^) etV £ C°°{M). La deuxième valeur 
propre de l'opérateur de Schrôdinger A+y sur M avec condition de Neumann 
est majorée par ^( vo'i(m) )^^" + oùV désigne la valeur moyenne de V . 

On commencera par quelques rappels sur le volume conforme et ses liens 
avec le spectre de Neumann et de Steklov dans la section [2l on démontrera au 
passage les théorèmes 11. 31 et 11. 131 dans le cas des domaines de M", S'^ et H^. 
On traitera ensuite le cas des surfaces, pour lequel les arguments topologiques 
sont plus simples qu'en dimension quelconque, dans la section [3j Puis nous 
verrons le cas général dans la section [H Enfin, la une dernière section sera 
consacrée à la démonstration du théorème 11.91 

Je remercie B. Colbois d'avoir porté l'article |KN10| a ma connaissance. 



2. Spectre et volume conforme 

2.1. Première valeur propre de Neumann 

Les démonstrations des théorèmes 11.31 et 11.131 reposent sur les propriétés 
des immersions conformes dans la sphère et du volume conforme étudiées 
dans |LY82| et |ESI86| . On utilisera en particulier le résultat suivant, en 
notant Gm le groupe de Môbius de dimension m, c'est-à-dire le groupe des 
difîéomorphismes conformes de la sphère S™. 

Lemme 2.1 ( |ESI86) ). Soit {M^,g) une variété compacte et (p : M S*"* 
une immersion conforme de M dans la sphère de dimension m. Il existe un 
élément 7 du groupe de Môbius Gm t^l Que Ai(M,g) Vol(M,5)2/" < nVol(7o 
(/?(M))2/". 

Remarque 2.2. Ce lemme n'est pas énoncé explicitement dans |LY82| ou 
|ESI86| . mais sa démonstration est contenue dans celle du théorème 2.2 de 
|ESI86| . Par ailleurs, cette majoration est obtenue en appliquant le principe 
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du min-max à des fonctions test qui ne vérifient a priori aucune condition de 
bord. Elle est donc valable pour le laplacien avec la condition de Neumann 
mais pas la condition de Diriclilet. 

Remarque 2.3. Dans |LY82| et |ESI86| . le volume de 70 (^(M) est majore 
par sa borne supérieure sous l'action de Gm.. Pour les immersions que nous 
allons considérer dans cet article, cette borne supérieure, qui vaudra a;„, ne 
sera pas atteinte. C'est la raison pour laquelle les inégalités du théorème 11.31 
et du corollaire 11.141 sont strictes. 

On est ainsi ramené au problème de construire une immersion de M — >• 
S'^ dont le volume reste strictement inférieur à Un sous l'action du groupe 
de Môbius. 

Pour illustrer l'efficacité de cette technique, nous allons montrer dès à 
présent le théorème 1 1 . 31 pour la première valeur propre de Neumann (on verra 
comment adapter la démonstration au cas de la première valeur propre de 
Steklov au paragraphe suivant, cf. remarque [JUS]), ainsi que le théorème 11. 131 
dans le cas d'un domaine de l'espace euclidien, hyperbolique ou de la sphère : 



Théorème 2.4. Soit M un domaine (strict) de M", 5" ou H"^. Alors 

1. la classe conforme C de la métrique canonique sur M vé- 
rifie Vc{M,C) = LVn et pour toute métrique g £ C, 
XiiM"", g) Vol(M", < nw^/" ; 

2. u{M) = niM'' ; 

3. VM{M)=UJn. 

Démonstration : Dans le cas d'un domaine de 5", l'immersion considérée 
est simplement l'identité. Sous l'action du groupe de Môbius, le domaine M 
reste un domaine strict, donc son volume reste strictement inférieur à u^- On 
déduit du lemme [2?T] que Ai (M, g) Vol(M, (7)^/" < ruJ^'^ pour toute métrique 
g £ C. Par définition du volume conforme, on en déduit aussi que Vc{M, C) < 
Un- Les autres résultats du théorème découlent des inégalités générales Un < 
Vm{M) < VciM,C) et ncj^/" < i/(M) < nVM{M)^/'' montrée dans |ESI86j . 
|FN99) et [jfns] . 

Si M est un domaine de M" la projection stéréographique donne une 
immersion conforme dans S"', et si M est un domaine de H"" on utilise le fait 
que H"^ est conforme à un hémisphère de S'^. Le reste de la démonstration 
est identique. ■ 
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2.2. Première valeur propre de Steklov 

Le problème des valeurs propres de Steklov consiste à résoudre l'équation 

A/ = dans M 

§ = apf surôM ^"'^^ 

où est un vecteur unitaire sortant normal au bord et p S C^{dM) un 
fonction densité fixée. On note M{dM) = Jqj^.j pdvg (si p = 1 on parle de 
problème de Steklov homogène, et on a dans ce cas M{dM) = Yol{dM, g)). 
L'ensemble des réels a solutions du problème forme un spectre discret positif 
noté 

= ao{M,g,p) <ai{M,g,p) < a2{M, g, p) . . . . (2.6) 

Dans le cas homogène, le spectre de Steklov est aussi connu comme étant le 
spectre de l'opérateur Dirichlet-to-Neumann. Le problème de Steklov, déjà 
étudié à la fin du XIX° siècle et au début du XX<= (voir [St99] . [StU2] et les 
références qui y sont données), apparaît dans divers problèmes physiques, 
par exemple il permet de modéliser l'évolution d'une membrane libre dont 
la masse se concentre sur son bord, et intervient dans certains problèmes de 
tomographie. Concernant les bornes conformes des cjj pour tout i, on peut 
consulter |Hall| . 

Dans |FS11| . A. Fraser et R. Schoen ont montré la majoration conforme 
suivante, dans le cas homogène : 

ai{M,g)Vol{dM,g)Yol{M)^ <nVrc{Mfl'' (2.7) 

où Vrc{M) est un invariant conforme, baptisé volume conforme relatif, défini 
par 

Vrc{M,[g])= inf sup Vol(7 o ^(M)), (2.8) 

m>l ■yGC 

OÙ est la boule unité de R™+^ et ip parcours l'ensemble des immersions 

conformes dans la boule B^~^^ telles que ip{dM) C S"^. On utilise le fait que 
l'action du groupe de Môbius sur la sphère 5*"* s'étend naturellement en une 
action conforme sur B"^^^. 

En considérant le cas particulier des immersions (p : M ^ S™, il est clair 
que VrciM) < V^(M). On peut donc déduire immédiatement une majoration 
de ai{M) en fonction du volume conforme dans le cas homogène. On va 
maintenant montrer l'inégalité (|2.7p dans le cas non homogène : 
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Théorème 2.9. Soit {M, g) une variété compacte à bord et p Çi C°°{dM) 
une fonction. Si on note ai (M, g, p) la première valeur propre non nulle du 
problème de Steklov avec densité p, alors 

ai{M,g,p)M{dM)Yol{M)^ < nVrc{Mf/'^. 

Démonstration : Rappelons d'abord que la valeur propre ai{M,g,p) pos- 
sède la caractérisation variationnelle suivante (cf. |Ba80| ) : 

ai(M,5,p) = mf °ù / fpdvg = 0. (2.10) 

Soit if : M ^ Qrri+i ^j^g immersion conforme telle que ip[dM) C 5*". 
Selon le lemme 2.1 de |ESI92| . il existe un élément 7 G tel que si 
on note = 7 o yp, les coordonnées (fi de (f vérifient Jqj^^ ipip dvg = 0. 
En appliquant le principe variationnel (I2.10p aux fonctions on obtient 
ai{M, g, p) Jqj^j(pIp dvg < Jj^j \dipi\'^dvg. Après sommation, en utilisant le 
fait que (pj = 1 sur dM et en appliquant une inégalité de Holder, on 
obtient par un calcul devenu classique 



"^^""'^'"^ - EJaM^fpd., ^ A^(ÔM)Vol(M,,)(-^)/« • ('-^^^ 

Comme l'immersion est conforme, on a aussi (^*(â'eucl) = ^ (Si Idi^P) g et 
donc 



n/2 



2/n 



^ ^^|d(^pj dî;gj =nVol((^(M))2/'^ = nVol(7 0(^(M))2/". 

(2.12) 

Par définition, Vol(7 o (p[M)) est majoré par Vrc{M), ce qui permet de 
conclure. ■ 



Remarque 2.13. L'inégalité (ll.Sp du théorème ll.3l se démontre de la même 
manière que l'inégalité ()1.4p en remplaçant le lemme 12.11 par les inégali- 
tés (12.1ip et (12.12p . En particulier, le cas des domaines euclidiens se traine 
comme dans le théorème 12.41 



3. Première valeur propre des surfaces à bord 

Comme dans |Ja08| . nous allons commencer par reformuler le problème 
en projetant stéréographiquement la sphère S"" sur R™. Rappelons d'abord 
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que si 7 est un élément quelconque de Gm et r une isométrie de la sphère 
S''", alors Vol(r 070 (^(M)) = Vol(7 o (^(M)) pour toute immersion 93 de 
M dans S""^. On peut donc se ramener à étudier l'action d'un sous-ensemble 
G'^ de Gm (pas nécessairement un sous-groupe) tel que tout élément de Gm 
s'écrive sous la forme r o 7 avec 7 € G'm et r € SO(m). 

Il existe plusieurs choix possibles pour G^, mais l'un d'entre eux est 
particulièrement adapté à la démonstration qui suit. En projetant stéréo- 
graphiquement la sphère S''" sur M™ U {00}, on se ramène à considérer des 
immersions ip : M ^ R™ U {00} en calculant les volumes pour la métrique 
55™ — (i-|-||t|p)^ ffcucl °û 5cucl désigne la métrique euclidienne canonique. On 
peut alors choisir pour G'm l'ensemble des homothéties et des translations de 
(voir le théorème 3.5.1 de [BëM] ). 

La difficulté par rapport au cas des domaines traité dans la section précé- 
dente est de trouver une immersion de M dans une sphère telle que le volume 
de l'immersion reste strictement inférieure à Vo^S"", gcan) sous l'action du 
groupe de Môbius. Le reste de la démonstration est identique. 

On va donc montrer l'existence d'une telle immersion dans le cas où 
n = 2 : 

Théorème 3.1. Soit M une surface compacte à bord. Il existe une immer- 
sion if : M ^ telle que Vol(70(^(M)) < Att pour tout élément 7 du groupe 
de Môbius G3 de S^. 

Démonstration : Toute surface compacte à bord (à l'exception du 
disque, qui entre dans le cadre du théorème \2.4\\ peut être réalisée comme 
réunion de rubans comme sur la figure [TJ On peut le montrer par récurrence 
en constatant qu'ajouter un ruban va soit créer une nouvelle composante 
de bord (si les deux extrémités du ruban sont collées sur la même compo- 
sante de bord avec la même orientation), soit faire la somme connexe avec 
un plan projectif (ruban collé sur le même bord sans préserver l'orientation), 
soit supprimer une composante de bord et augmenter le genre de 1 (ruban 
joignant deux bords distincts). Par exemple, la figure [T] représente un tore 
privé de deux disques. 

On se donne une telle réalisation plongée dans avec la contrainte que 
la largeur des rubans (pour la métrique euclidienne 5eucl) est égale à un 
paramètre e > qu'on choisira petit par rapport au rayon de courbure des 
rubans. On lisse le bord à la jonction des rubans et on note 99 : M le 
plongement obtenu. 

La clef de la démontration est que si 7 G G3, l'aire des parties de ^oip{M) 
projetées près de 00 devient négligeable pour la métrique 553, même si le 
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Figure 1 - 



rapport d'homothétie de 7 est grand (cf. |Ja08| ). En effet, une homothétie 
de rapport R va multiplier l'aire euclidienne par R^, mais dans la formule 
9S3 = (xqrp^îpp'ffeucl la norme de x est de l'ordre de R pour les parties de 
<p{M) projeté près de l'infini et donc leur aire devient petite quand R devient 
grand (de l'ordre de R~^). 

Quand e est petit, l'aire de ^oip{M) est donc négligeable sauf si le rapport 
d'homothétie de 7 est grand et qu'une partie de 7 o ip{M) reste près de 
l'origine. On distingue alors deux cas. Le premier est celui où une jonction 
entre rubans reste près de l'origine (figure [2ja). Au voisinage lÂ de cette 
jonction on peut approximer la surface par le domaine T> de son plan tangent 
obtenu en projetant U, le volume de U est donc strictement plus petit que 
l'aire de ce plan, à savoir Att. Il reste à montrer que si e est suffisamment petit, 
l'aire totale de ^oip{M) est aussi strictement inférieure à 47r. On peut trouver 
dans le plan tangent contenant P un domaine T>' dont l'aire est strictement 
supérieure à M\U, en faisant correspondre à chaque élément de surface de 
M\U un élément de surface dans le plan situé plus près de l'origine de 'Ë? . 
Comme le facteur conforme entre les métriques sphérique et euclidienne ne 
dépend que de la distance à l'origine, on peut choisir ce domaine tel que 
son aire reste strictement plus grande à celle de M\U quand le rapport 
d'homothétie augmente. Si e > est suffisamment petit, le domaine D' ne 
rencontre pas D dans le plan tangent, et donc Vol(7 o ip(^M)) < Vol(^) + 
\ol{M\U) < Vol(P) + Vol(P') < 4tt. 

Dans le deuxième cas, c'est une portion de ruban qui rest près de l'origine 
quand on applique 7 à ip{M) (figure Elb). Comme on a choisit e petit par 
rapport au rayon de courbure des rubans, on peut approcher la portion de 
ruban par son plan tangent, et conclure que son aire est strictement inférieure 
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Figure 2 - 



à Att. L'aire totale de 70(^(M) est aussi inférieure à 47r pour les mêmes raisons 
que précédemment. ■ 

4. Variétés à bord de dimension quelconque 

La démonstration en dimension quelconque utilise des arguments géomé- 
triques semblables à ceux de dimension 2, mais les arguments topologiques 
sont plus techniques. Dans le même esprit que |Ja08| . on fera appel à une 
décomposition en anses de la variété. On se référera aux livres |Ra02| (cha- 
pitres 1, 2 et 6) et |Ko93| (chapitre VI et VII) pour les aspects topologiques 
de la démonstration. 

Soit M une variété compacte à bord et S^~^ M- dM une sphère plongée 
dans le bord de M dont le fibré normal (dans dM) est trivial. Un voisi- 
nage tubulaire de S^~^ dans dM est alors un produit trivial S^~^ x S""'^. 
Ajouter une fc-anse le long de S^~^ consiste à coller une variété produit 

^ j^n-k (^(^Qjj^ jg bord est la réunion des deux variétés x 5""'^"^ et 
S""^ X B^~^ recollées le long de S^~^ x S"'~^~^) sur un voisinage tubulaire 
de la sphère 5''^"^. C'est un résultat classique de la théorie du cobordisme 
qu'on peut obtenir n'importe quelle variété connexe compacte à bord par ad- 
jonctions successives d'un nombre fini d'anses à partir d'une boule ( |Ra02| 
théorème 2.2; |Ko93| ch. VII, théorème 1.1 et 1.2). En outre, on peut faire 
en sorte qu'on n'ait pas à utiliser de n-anse, c'est-à-dire à « boucher » un 
bord en y collant une boule ( |Ko93) . ch. VII, théorème 6.1). La démonstra- 
tion des théorèmes 11.31 et 11.131 va consister à raisonner par récurrence sur 
le nombre d'anses. Comme en dimension 2, il suffit de montrer l'existence 
d'une immersion dont le volume est uniformément contrôlé sous l'action du 
groupe de Môbius : 

Théorème 4.1. Soit M une variété compacte à bord de dimension n. Il 
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existe une immersion (/? : M — s- S"" pour un entier m suffisamment grand 
telle que Vol(7 o (^(M)) < Vol(5'", (^can) pour tout élément 7 du groupe de 
Môhius G„ de S"\ 

Démonstration : Si M est une boule, n'importe quel plongement (p : M ^ 
S" convient. 

Supposons qu'une variété à bord M vérifie la conclusion du théorème ; 
on va montrer qu'elle reste vraie pour une variété M obtenue en ajoutant 
une k-anse qu'on notera A. 

On note l'immersion de M dans 5"" telle que Vol(7 o (^(M)) < 
Vo^S*", (7can) pour tout 7. Comme dans le paragraphe précédent, on projette 
stéréographiquement S*™ sur R"^ U 00 et on se restreint aux éléments 7 € G'^ . 
On construit une immersion (p de M en collant une anse A = x B'^~^ 
sur 'p{M) (pour ne pas alourdir le texte, on identifiera temporairement les 
variétés à leur immersion). Le long la sphère d'attache S^~^ ^ dM, on com- 
mence par coller une boule de manière à ce que le long de S^~^, l'espace 
tangent à B^ soit contenu dans l'espace tangent de M. Quitte à augmenter 
la dimension de la sphère S"^, on peut faire en sorte que B'^ ne rencontre 
pas M (c'est-à-dire que MU B^ est plongée). L'anse B^ x B"'~^ est ensuite 
obtenue en épaississant B^ et en lissant M le long de l'attache de l'anse. Si 
le rayon e (pour la métrique euclidienne de R"^) de B'^~^ est suffisamment 
petit, L'immersion (p àe M ainsi obtenue est un plongement. 

Il reste choisir e de manière à contrôler le volume de ce plongement quand 
on fait agir le groupe G'^. Il est clair que sous l'action des translations le 
volume de M atteint un maximum (en effet, le volume de 7- M tend alors vers 
zéro à l'infini pour la métrique gs^)- Ce maximum est strictement plus petit 
que Yo\{S^ , gcan) par hypothèse, et le volume de l'anse reste majoré par une 
borne qui tend vers quand e tend vers (il est essentiel ici pour contrôler 
le volume de la /c-anse que k soit différent de n). On peut donc choisir e de 
sorte que le volume de M reste strictement plus petit que Vol(«S'", (7can) sous 
l'action des translations. 

On est donc ramené à l'étude du volume sous l'action des homothéties. 
On notera ^x,R l'homothétie centrée en x et de rapport R. Le problème est 
de majorer le volume de M quand x G M et iî est grand (si R est inférieur à 
une borne donnée, on peut rendre le volume de l'anse négligeable et conclure 
comme dans le cas des translations). On va distinguer trois cas, selon que x 
est dans M, dans l'anse ^ ou à la jonction des deux. 

Supposons que x soit dans M. On note B une petite boule entrée en x 
et contenu dans M. Le volume de ^x,R ° ^{M) se décompose en la somme 
Vol(7^,iî(e)) -H Vo1(7^,r(M\^)) +YoljxM-^)- Quand R tend vers l'infini, 
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Vol(7x,iî('B)) tend vers ujn et Yo\{-^x^r{M\B)) +\o\-ix^B{A) tend vers 0. Au 
voisinage de oo, ^x,R se comporte infinitésimalement comme une homothétie 
de rapport 1/iî, donc les volumes de M\B et A se comportent asymptoti- 
quement de la même manière. Comme Vol(7a;,iï(^)) + \o\{'^x,r{M\I5)) reste 
toujours strictement inférieur à w^, on peut donc trouver un e suffisamment 
petit pour que le volume de 7x,/?(Af ) le soit aussi, quitte à contracter légère- 
ment les anses précédemment ajoutées et réduire ainsi Vol(7a;^iî(M\B)) (ce 
raisonnement est a fortiori vrai si x est sur le bord de M puisque ^x,r{B) 
peut alors être approché par un demi-espace). Par compactité de M on peut 
trouver un tel e > indépendant de x. 

Si X est sur le bord de M et près de la jonction avec l'anse A, son 
voisinage peut-être localement approché par la réunion d'un demi-espace de 
dimension n (la variété M) et d'un demi-plan de dimension k qui a été épaissi, 
tous deux contenus dans un même n-plan (figure [3]). Quand R devient grand, 



le volume de ^x,r{^) tend vers celui d'un demi-espace, qui sera plus petit 
que Un- On peut alors raisonner comme on l'a fait en dimension 2 : dans 
le demi n-plan complémentaire de M, on peut trouver un domaine dont le 
volume majorera strictement celui de l'anse quel que soit R. 

Enfin, si x est sur l'anse, son voisinage pour R grand aura l'allure d'un 
/c-espace épaissi. On peut alors raisonner comme précédemment. ■ 

Les théorèmes 11.31 et 11.131 se déduisent du théorème 14.11 exactement 
comme dans les sections [2] et [3j 






Figure 3 - Voisinage de l'attache d'une anse 
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5. Grandes valeurs propres du laplacien de Diri- 
chlet 



On va maintenant démontrer le théorème 11.91 On va en fait prouver 
un résultat plus général, à savoir qu'on peut faire tendre toutes les valeurs 
propres du laplacien de Hodge-de Rham vers l'infini en fixant le volume et la 
classe conforme, à l'exception des valeurs propres du laplacien de Neumann. 

Rappelons quelques définitions. Le laplacien de Hodge-de Rham, qui agit 
sur les formes différentielles de la variété M, est défini par 



où d désigne la différentielle extérieure et ô sont adjoint L^. On considérera 
la condition de bord suivante, dite absolue, en notant j l'inclusion 9M M- M 
et un champ de vecteur normal au bord : 



On notera = Xpfi{M,g) < Xp^i{M,g) < Xp^2{M,g) < ... son spectre 
en restriction aux p formes, en répétant les valeurs propres non nulles s'il y 
a multiplicité (la multiplicité de la valeur propre nulle, si elle existe, est un 
invariant topologique : c'est le nombre de Betti bp{M)). 

Avec la condition de bord (A), le laplacien de Hodge-de Rham restreint 
aux 0-formes, c'est-à-dire aux fonctions, est le laplacien de Neumann. En 
degré p = n, les valeurs propres sont celles du laplacien de Dirichlet. En 
effet, si / est une fonction et dvg la forme volume, alors A{fdvg) = {Af)dvg, 
et fdvg vérifie la condition (A) si et seulement si / vérifie la condition de 
Dirichlet. 

Théorème 5.3. Soit M" une variété compacte à bord de dimension n > 2. 
Pour toute classe conforme C sur M", il existe une famille de métrique gt € 
C, t > telle que, pour tout p > 2, on a Xp^i{M , gt)\ol{M , gt)'^^'^ — )• -|-oo 
quand t tend vers +oo. 

Remarque 5.4. On ne peut pas faire tendre Xi^i{M , gi)Yol{M , gi)'^/'^ vers 
l'infini. En effet, comme la différentielle extérieure commute avec le laplacien, 
le spectre resteint aux 1-formes contient le spectre du laplacien de Neumann. 

Remarque 5.5. Sur les variétés closes, on sait qu'on peut faire tendre 
Ap^i(M) Vol(M)^/" vers l'infini en fixant le volume et la classe conforme. 






(5.2) 
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mais seulement pour p € [2,n — 2] (voir |CES06| ). La méthode, devenue 
classique pour faire tendre les valeurs propres de certains opérateurs vers 
l'infini, consiste à déformer une petite boule de la variété en un cylindre 
très long (cf. |GP95| . |ABOO| . |CES06| . |AJ12) ). Nous allons ici adapter cette 
technique à la présence d'un bord. 

Démonstration : On procédera en trois étapes. D'abord, se ramènera au cas 
où la métrique est euclidienne au voisinage d'un point du bord. On construira 
ensuite une famille de métrique qui fait tendre le volume vers l'infini et on 
montrera enfin que le spectre de la variété est uniformément minoré pour 
cette famille de métrique. 

La première étape se base sur le résultat J. Dodziuk |Do82| selon le- 
quel, si deux métriques sont proches pour la distance de Lipschitz, alors 
leurs spectres sont proches aussi. Plus précisément, si deux métriques g 
et g vérifient T~^g < g < rg, alors r~(2"-^)Ap,i(M, 5) < Xp^i{M,g) < 
r^""^Ap,i(M,ff) et r-"/^ Vol(M, 5) < Vol{M,g) < W^VoKM,^). Si /i G 
C°°{M) est une fonction strictement positive et que T~^g < g < rg, 
alors on a aussi T~^hg < hg < rhg. On peut en déduire que si on peut 
faire tendre \p^i{M,hg)\o\{M,hgf/'^ vers l'infini en faisant varier h, alors 
\p^i{M,hg)\o\{Mhgf/'' tend aussi vers l'infini. Autrement dit, il suffit de 
montrer le théorème 11.91 pour une classe conforme particulière, le résultat 
général s'en déduit. 

On peut donc se placer dans le cas où la classe conforme contient une 
métrique g qui est euclidienne dans un voisinage d'un point du bord. On peut 
alors adapter la construction de |CES06| dans ce contexte. On sait qu'une 
boule euclidienne peut être déformée de manière conforme en la réunion d'un 
cylindre et d'un hémisphère. Plus précisément, si on note r la coordonnée 
radiale sur la boule euclidienne i?(e,5eucl) de rayon e et qu'on pose 



rayon e et de longueur L et d'un hémisphère de rayon e. Appliquée à une 
demi-boule centré en un point du bord et en prolongeant la fonction he 
par 1 en dehors de cette demi-boule, cette déformation conforme crée un 
demi-cylindre de longueur L au bout duquel est collé un quart de sphère, 
comme sur la figure [H On note gi la métrique obtenue. 

On peut alors minorer le spectre de la variété obtenue par la même tech- 
nique que dans |GP95| et |CES06| . On recouvre la variété M par trois ouverts 




(5.6) 



alors la boule B{e, /i^ 



S'eucl) est isométrique à la réunion d'un cylindre de 
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Figure 4 - déformation de la métrique sur le bord de la variété 



Ui, i = 1,2,3 définis de la manière suivante : Ui est formé de la réunion de 
M\B{e) et d'une portion du demi-cylindre de longueur 1, l'ouvert U2 est 
formé du demi-cylindre de longueur L et U3 est formé du quart de sphère et 
de d'une portion de demi-cylindre adjacente de longueur 1. 

Les intersection Ui D U2 et U2 H U3 sont topologiquement le produit d'un 
intervalle et d'une boule, leur cohomologie est donc triviale en degré p > 1 
(y compris en degré n et n — 1 , à la différence de la construction de |CES06| ) , 
ce qui permet d'appliquer le lemme de McGowan |Mc93| (Plus précisément, 
on utilise l'énoncé donné dans |GP95| . lemme 1) pour tout les degrés p >2 : 
il existe des constantes a, 6, c > ne dépendant pas de L telles que 

Ap,i(M, ql) > pour p>2, (5.7) 

où /i(C/2) désigne la plus petite valeur propre non nulle du laplacien de Hodge 
sur U2 en degré p (avec la condition de bord absolue). 

Comme l'ouvert U2 est un produit riemannien, son spectre est déter- 
miné par la formule de Kûnneth et on peut montrer que ^{1/2) est minoré 
indépendamment de L (le calcul est le même que dans |GP95| et |CES06| ). 

On obtient finalement que Xp^i{M, gi) reste uniformément minoré pour 
p > 2 quand L —s- -|-oo tandis que \ol{M, g^) — t- -|-oo, ce qui permet de 
conclure. ■ 
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